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Инвариантость, некоторых стохастических квадратичных  опе-
раторов неволтеррного типа в двухмерном симплексе  
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Аннотация: в настоящем работе найдено внутренные не подвижные  точки некоторых квадратичных 
стохастических операторов и изучено характеристика этых точек доказоно что существует инвариантные линии 
соеденяющие их 

Ключевые слова: Симплекс,  стохастический оператор,  не подвижная точка,  инварианта 

Annotation. In the present work, internal fixed points of some quadratic stochastic operators are found and the 
characteristics of these points are studied and it is proved that there are invariant lines connecting them 

Keywords: Simplex, stochastic operator, fixed point, invariant 

Annotatsiya: Ushbu maqolada ikki o'lchamli simpleksda ba'zi novolterra tipidagi kvadratik stoxastik operatorlaning ichki 
qo'zg'almas nuqtalari topilgan hamda bu nuqtalarning haraktrestikalari o'rganib chiqilib, bu nuqtalarni tutashtiruvchi 
invariant chiziq mavjudligi isbotlangan 

Kalit so'zlar: Simpleks, stoxastik operator, qo'zg'almas nuqta, 

 

PACS numbers: 02.30.Oz, 02.30.Mv, 02.30.Yy, 02.50.Le.

Имеет следующий вид: 

𝑊: {

𝑥′ = 𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑦𝑧

𝑦′ = 𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑥𝑧

𝑧′ = 𝑏(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑥𝑦

          (1) 

где 2𝑎 + 𝑏 = 1, 𝑎, 𝑏 ≥ 0.
 

Было изучено неподвижная точка опе-

ратора при 𝒂 = 𝟎 

(0,0,1)  va (
1

4
,

1

4
,

1

2
)  будет решением си-

стемы 

 {

2𝑦𝑧 = 𝑥
2𝑥𝑧 = 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑥𝑦 = 𝑧
 

В случае когда𝟎 < 𝒂 ≤
𝟏

𝟐
  

 {

𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑦𝑧 = 𝑥

𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑥𝑧 = 𝑦

𝑏(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 2𝑥𝑦 = 𝑧

   (2)                                          

Вычитаем  второе уравнение из первого 

уравнения системы (2). 

2𝑧(𝑦 − 𝑥) = 𝑥 − 𝑦 
(𝑦 − 𝑥)(2𝑧 + 1) = 0 

𝑦 = 𝑥, 𝑧 = −
1

2
 

Невозможно в случае когда 𝑧 = −
1

2
, если 

соотношение 𝑦 = 𝑥  и 𝑧 = 1 − 2𝑥  подставим на 

первое уравнения системы (2) тогда составим 

следующее квадратное уравнения 

(6𝑎 − 4)𝑥2 + (1 − 4𝑎)𝑥 + 𝑎 = 0 

 Дискриминант данного уравнения имеет 

сл.вид : 

𝐷 = 1 + 8𝑎 − 8𝑎2 = 1 + 8𝑎(1 − 𝑎) > 0  

Поэтому данное уравнения имеет два корня 

следующего ввида: 

( )

( )1,2

4 1 1 8 1

4 3 2

a a a
x

a

−  + −
=

−

 

Известно что при 0 < 𝑎 ≤
1

2
выполняется 

следущее неравенство: 

( )4 1 1 8 1 4 0a a a a− + + −    и 3a-2<0  .Из 

этого мы имеем отрицательный корень 

( )

2

2

4 1 1 8 8
0

4 3 2

a a a
x

a

− + + −
= 

−
, поэтому мы не 

имеем право взять это решение.  

При выполнении неравенств  

( ) ( )4 1 1 8 1 2 2 1 0a a a a− − + −  −   и 3𝑎 − 2 < 0 

корень квадратного уравнения равняется 
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( )

2

1

4 1 1 8 8

4 3 2

a a a
x

a

− − + −
=

−
 и   𝑥1 > 0  Из 

( )
22 21 4 1 8 8 1 4 1 8 16 1 4 1 4 2a a a a a a a a− + + −  − + + + = − + + =  

и 0 < 𝑎 ≤
1

2
⇒ 2 ≤ 8 − 12𝑎 < 8 ⇒

1

8
<

1

8−12𝑎
≤

1

2
 

вытекает следующее: 

( )

2 2

1

4 1 1 8 8 1 4 1 8 8
1

4 3 2 8 12

a a a a a a
x

a a

− − + − − + + −
= = 

− −

. 

В итоге мы приходим к следущему выводу что 

оператор (1) при условии 0 < 𝑎 ≤
1

2
 имеет 

неподвижную точку 

( )
( ) ( ) ( )

2 2 24 1 1 8 8 4 1 1 8 8 2 3 1 8 8
, , , ,

4 3 2 4 3 2 2 3 2

a a a a a a a a a
x y z

a a a

  
 − − + − − − + − − + + −

=  
 − − −
 

 

Для определения тип неподвижных 

точек воспользуясь равенством 𝑧 = 1 − 𝑥 − 𝑦 

запишем оператор (1) следующем ввиде:  

( )( ) ( )

( )( ) ( )

22 2

22 2

' 1 2 1
:

' 1 2 1

x a x y x y y x y
V

y a x y x y x x y

 = + + − − + − −



= + + − − + − −


    (3)                 

Где  ( ) ( )   2
; ; 0,1 : 1x y T x y x y =  +   и 

точки 𝑥, 𝑦  является координатами 

первоначальной точки лежащей двухмерном 

симплексе. 

Якобиан оператора 𝑉  в точке (𝑥, 𝑦) имеет 

следующий вид: 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 1 2 1 2 1
,

2 1 2 1 2 1 2
V

ax a y a a x y
J x y

a x y a x ay a

 + − − − + −
=  
 − + − − + − 

. 

Из за того что выполняется равенство𝑥∗ =
𝑦∗  в неподвижной точке (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)  находим 

собственные значения в данной неподвижной 

точке следующим образом. 

 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 3 1 2 1 3 1
, 0

2 1 3 1 2 3 1
V

a x a a x
J x y E

a x a x a






 

 

 

− − − − −
− = =

− − − − −

  

2

1 1 1 8 8a a = − + −   
2

2

3 2 1 8 8

3 2

a a a

a


− − + −
=

−
 

Нетрудно показать что имеет места неравенство 
21 3 1 1 8 8 0a a−  − + −    и  
23 2 1 8 8

1 2 3 4
3 2

a a a

a

− − + −
−   −

−

при 

выполнении неравенств 0 < 𝑎 ≤
1

2
, 

21 1 8 8 3a a + −  откуда и вытекает 

выполнения неравенств |𝜆1| < 1  va |𝜆2| < 1 . 

Таким образом мы показали что неподвижная 

точка (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) является гиперболическая 

неподвижная точка притягивающего типа. 

Инвариантные множества: Из 

равенства 𝑥′ − 𝑦′ = −2𝑧(𝑥 − 𝑦)  вытекает что 

𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑥′ = 𝑦′  т.е. медиана 𝑥 = 𝑦  является 

инвариантной прямой. Кроме того вершины 

симплекса (1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1)  и первое 

ребро 𝑧 = 0  после первой итерации будет 

принадлежать инвариантной прямой 𝑥 = 𝑦.  

Периодические точки. 

( )

( )

( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

' 2

: ' 2

' 2

x a x y z yz

W y a x y z xz

z b x y z xy

 = + + +



= + + +


= + + +

 

( )

( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

' ' ' 2 ' '

: ' ' ' 2 ' '

' ' ' 2 ' '

x a x y z y z

W y a x y z x z

z b x y z x y

  = + + +


 = + + +


 = + + +

 

    
( )

( )

( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

' ' ' 2 ' '

' ' ' 2 ' '

' ' ' 2 ' '

a x y z y z x

a x y z x z y

b x y z x y z

 + + + =



+ + + =


+ + + =

 

𝑥″ − 𝑦″ = 2𝑧′(𝑦′ − 𝑥′) = (𝑥 − 𝑦)  

   𝑦′ − 𝑥′ = 2𝑧(𝑥 − 𝑦) 

4𝑧 ⋅ 𝑧 ′(𝑥 − 𝑦) = (𝑥 − 𝑦) 

  (4𝑧 ⋅ 𝑧 ′ − 1)(𝑥 − 𝑦) = 0 

                    𝑥 = 𝑦, 4𝑧 ⋅ 𝑧 ′ − 1 = 0  

  a) 𝑥 = 𝑦  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2' 2 6 4 1 4f x x a x y z yz a x a x a= = + + + = − + − +   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2' ' ' 2 ' ' 6 4 ' 1 4 'f x x a x y z y z a x a x a= = + + + = − + − +

Введем следующую обозначения: 𝑓(𝑥) − 𝑥 =
𝑡 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑡 + 𝑥 

𝑓2(𝑥) − 𝑥 = (6𝑎 − 4)𝑥′2 + (1 − 4𝑎)𝑥′ + 𝑎 = 
= (6𝑎 − 4)(𝑡 + 𝑥)2 + (1 − 4𝑎)(𝑡 + 𝑥) + 𝑎 = 
= 𝑡((6𝑎 − 4)(𝑡 + 2𝑥) + 3 − 4𝑎) 

( )
( )

( )( )

( ) ( )( )

2

2 2 2

0

6 4 2 3 4 0

6 4 6 4 3 4 6 8 3 0

f x x

f x x

a t x a

a x a a x a a

−
=

−

− + + − =

− + − − + − + =

Это уравнения не имеет действительных корней 

потому что 

𝐷 = (6𝑎 − 4)2 (−1 − 8 (𝑎 −
1

2
)

2

) < 0 

На медиане 𝒙 = 𝒚  выполняется 

сл.соотношении: 

𝑥 ′ = 𝑓(𝑥) = (6𝑎 − 4)𝑥2 + (1 − 4𝑎)𝑥 + 𝑎 

𝑔(𝑥) = 𝜇𝑥(1 − 𝑥) 

 (𝑓 ∘ ℎ)(𝑥) = (ℎ ∘ 𝑔)(𝑥)  где ℎ(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽  

��                                                                                                                                          Ф.А. Юсупов, Д.Д. Ахмедова                       
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 (𝑓 ∘ ℎ)(𝑥) = (6𝑎 − 4)(𝛼𝑥 + 𝛽)2 + (1 −

4𝑎)(𝛼𝑥 + 𝛽) + 𝑎 = 𝛼2(6𝑎 − 4)𝑥2 + (2𝛼𝛽(6𝑎 −

4) + 𝛼(2 − 4𝑎))𝑥 + (6𝑎 − 4)𝛽2 + (2 − 4𝑎)𝛽 +

𝑎  

( )( ) ( ) 21h g x x x x x    = − + = − + +  

{

−𝛼𝜇 = 𝛼2(6𝑎 − 4)

𝛼𝜇 = 2𝛼𝛽(6𝑎 − 4) + 𝛼(2 − 4𝑎)

𝛽 = (6𝑎 − 4)𝛽2 + (2 − 4𝑎)𝛽 + 𝑎

 

Из первого уравнения получим  

𝜇 = 𝛼(4 − 6𝑎)  

Из второго уравнения получим  

𝜇 = 2𝛽(6𝑎 − 4) + (2 − 4𝑎) 

Приравниваем найденные нами 𝜇   b 

получим  

2𝛽(6𝑎 − 4) + (2 − 4𝑎) = 𝛼(4 − 6𝑎) 

𝛼 =
𝛽(6𝑎 − 4) + 1 − 2𝑎

2 − 3𝑎
 

Из третьего уравнения получим 

( ) ( )

( )

2

2

6 4 1 4 0

4 1 1 8 8

4 3 2

a a a

a a a

a

 



− + − + =

−  + −
=

−

 

 
21 1 8 8

4 6

a a

a


 + −
=

−
 

𝜇 = 1 ± √1 + 8𝑎 − 8𝑎2 . 

( )
2

2 1
1 1 8 8 1 1 8 1 1 3 8

2
a a a a a

 
= + + − = + + − = + − − 

 
 

𝑚𝑎𝑥 𝜇 = 1 + √3 < 3 
𝑚𝑖𝑛 𝜇 = 2  т.е. имеет место сл.неравенство:2 ≤
𝜇 < 3 . 
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