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Метод фурье для исследования распространения волны 
уплотнения в трубопроводах установленном демпфером  
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Аннотация: Рассмотрены задачи перехода об одного стационарного режима течения к другому в 
трубопроводе с постоянным уклоном. На входе в участок задано значение давления, а на выходе установлен 
воздушный колпак с определенным объемом. Моделирование процесса распространения волны уплотнения в 
элементарном участке трубопровода произведено согласно линеаризованной квазиодномерной модели Н.Е. 
Жуковского, а учет демпфера – по И.А. Чарному. Задача решена методом разделения переменных. Показано, 
что увеличением объема демпфера убывают амплитуда и частота возмущений, обусловленные переходным 
процессом. 

Ключевые слова: ударная волна, демпфер, волны уплотнения, линеаризация, уравнение Н.Е. 
Жуковского, ряд Фурье, вычислительный эксперимент.  

Annotation.The problems of transition from one stationary flow regime to another in a pipeline with a constant 
slope are considered. At the inlet to the section, the pressure value is set, and an air cap with a certain volume is installed 
at the outlet. Modeling of the process of propagation of the compression wave in an elementary section of the pipeline 
was carried out according to the linearized quasi-one-dimensional model of N.E. Zhukovsky, and damper accounting - 
according to I.A. Charny. The problem is solved by the method of separation of variables. It is shown that an increase in 
the volume of the damper decreases the amplitude and frequency of perturbations due to the transient process. 

Keywords: shock wave, damper, compression waves, linearization, N.E. Zhukovsky, Fourier series, computa-
tional experiment. 

Аннотация: Ўзгармас бурчакли оғма қувурда оқимнинг бир стационар режимдан бошқасига ўтиш 
ҳақидаги масала қаралган. Участкага киришда босимнинг қиймати, чиқишда эса аниқ ҳажмли хаволи калпак 
ўрнатилган. Қувур чизиқли қисмида зичланиш тўлқинининг тарқалиши жараёни Н.Е.Жуковскийнинг 
чизиқлилаштирилган квазибирўлчовли моделига кўра моделлаштирилган, демпфир ҳисоби эса- И.А.Чарний 
усули бўйича олинган. Демпфирнинг ҳажми ортиб бориши билан босим тойишлари амплитуда ва частотаси 
камайиши ўтиш жараёнлари бўлганида кўрсатиб берилган. 

Калит сўзлар: зарб тўлқини, демпфер, зичланиш тўлқини, чизиқлилаштириш, Н.Е.Жуковский 

тенгламаси, Фурье қатори, ҳисоблаш тажрибаси. 

                                                                                                                                                  

Введение. Ударная волна часто 

встречается в природе и технике и может иметь 

положительный или отрицательный эффект [1-

6]. В работе отбойного молотка она 

используется пользой. Многократные 

повторения воздействия ударной волны могут 

привести к постепенному разрушению техники, 

т.к. образует вибрации с разными амплитудой и 

частотой возмущений. При быстром закрытии 

живого сечения горизонтального или 

наклонного трубопроводов могут образоваться 

большие скачки давления, обусловленные 

переходом кинетической энергии 

транспортируемой среды на потенциальную 

энергию сжатия [7-11].  

Первые теоретические и 

экспериментальные результаты по природе 

ударной волны в трубопроводах получены Н.Е. 

Жуковским. В его работах учитывались малая 

сжимаемость транспортируемой жидкости и 

деформация тонкой стенки трубопровода под 

воздействием ударной волны [12]. 

Квазиодномерная математическая модель 

трубопроводной транспортировки жидкостей и 

газов в условиях распространения волны 

уплотнения широко применяется при решении 

научных и практических задач.  

Разработаны различные аналитические и 

численные способы решения полных или 

сокращенных вариантов линейных и 

нелинейных квазиодномерных уравнения 

трубопроводного транспорта сжимаемых или 

малосжимаемых сред [12-19]. Анализ показал, 

что мало работ, посвященных изучению 

https://uzjournals.edu.uz/adu
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изменений импульса жидкости в наклонных 

трубопроводах. В настоящей работе наклон 

трубопровода принимается постоянный. Кроме 

этого в уравнении сохранения импульса 

учитываются локальная составляющая силы 

инерции жидкости и сила сопротивления по 

формуле Дарси – Вейсбаха. Уравнение 

неразрывности представлено через скорость 

распространения малых возмущений давления в 

среде труба-жидкость. 

Постановка и решение задачи. На 

входе в участок задано значение давления, а на 

выходе установлен воздушный колпак. 

Демонстрирован способ учета демпфера в 

граничном условии по И.А. Чарному [12].  

Линеаризованное уравнение сохранения 

и переноса импульса решено методом Фурье. 

Подстановкой найденного значения скорости в 

исходные уравнения составлены и 

интегрированы уравнения относительно 

гидростатического давления. Передавлены 

численные результаты для отдельных вариантов 

процесса распространения волы уплотнения. 

Целью задачи является исследование 

динамического состояния элементарного 

участка трубопровода при переходе из одного 

режима скорости в другой. Рассматривается 

трубопровод с длиной l  и диаметром 
0
.D  

Уклон трассы трубопровода постоянный и 

составляет sin . В качестве начально условия 

для скорости принимается  

( ) 0
,0w x w const= = .  

Начальное распределение давления 

учитывает входное давление 
00

p , перепад 

давления за счет силы трения и гравитации: 

( ) ( )00 0
,0 2 sinp x p aw g x = − + . 

Здесь *2 ; sin ;
2

w dy
a const

D dx


= = =  

   – коэффициент сопротивления; 
*

w  – 

характерная скорость рассматриваемого объекта 

(в данном случае – параметр осреднения); ( )y x  

– нивелирная высота оси трубопровода. 

На входе задано значение давления  

( ) 00
0,p t p const= = . 

Интенсивность отбора жидкости с конца 

участка при 0t   составляет ( ) ( )3 /Q t м c . 

Перед выходом из участка установлен 

воздушный колпак. В невозмущенном 

состоянии объем и давление газа в воздушном 

колпаке составляют 
0

V  и 
0

p . Данное граничное 

условие, отражающее подключение воздушного 

колпака, сформулируем по И.А. Чарному [12].  

До воздушного колпака объемный 

расход жидкости составляет ( )
x l

fw
=

, где 

2 / 4f D=  – площадь поперечного сечения, а 

D  – диаметр трубопровода. На выходе, как уже 

отметили, расход составляет ( )Q t . Их разность 

приводит к изменению объема газа в воздушном 

колпаке по времени:  

( ) ( )
x l

dy
fw Q t

dx =
= − . 

При изменении объема жидкости можно 

пренебрегать изменением температуры газа. 

Поэтому новое состояние воздуха p  и 
0

V y−  

удовлетворяют условию:  

( )0 0 0
p V p V y= − .  

Т.е. новое значение давления в 

воздушном колпаке составляет  

0 0

0

p V
p

V y
=

−
.  

Поскольку изменение y  малое 

( )0
y V , то можно принять  

0

0

0 0

1
1 /

p y
p p

y V V

 
=  + 

−  

.  

Отсюда находим 
0

0

0 V
p

pp
y

−
=  и  

dt

dp

p

V

dt

dy

0

0= . 

Приравняв правые части двух равенств 

для 
dy

dt
, получим условие на выходе из участка:  

( ) ( )0

0

x l

x l

V dp
fw Q t

p dt

=

=
= − . 

Уравнения состояния участка 

моделируем на основе уравнений 

Н.Е.Жуковского с поправкой – с учетом силы 

гравитации [12]:  

2

2 sin ,

.

p w
aw g

x t

p w
c

t x

 



   
− = + +    


 − =
  
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Здесь 
1/2

2 0 0
D

c
k E

 



−

 
= + 
 

 – скорость 

распространения малых возмущений в системе 

жидкость-труба; , k  – плотность жидкости в 

состоянии покоя и ее модуль упругости; ,E   – 

модуль Юнга материала, из чего изготовлен 

трубопровод, и толщина трубы ( ).D 
 
 

Поскольку 
p

t




 можно выразить 

согласно второму уравнению системы, то второе 

граничное условие задачи по скорости w  

приобретает вид:  

( , )
( , ) .

A

w l t
w l t w

t



− = −


  

При отключенном демпфере данное 

условие становится условием первого рода: 

( ),
A

w l t w= . Здесь и далее использовано 

обозначение 
2

0

0

сV

fp


 = .  

В целом, такая постановка задачи отличается от 

других задач тем, что одновременно 

учитывается и уклон трассы, и наличие 

демпфера в конце участка.  

Выделим решение задачи относительно 

скорости. Для нее уместны условия  

00

( ,0)w x w= , 
( ,0)

0
w x

t


=


, 

( )0,
0

w t

x


=


,  

( )
( )

,
,

A

w l t
w l t w

x



+ =


, 

где ограничиваемся рассмотрением случая, 

когда новая скорость на выходе из участка 

составляет 
A

w .  

При этом из исходной системы 

составляет уравнение телеграфного типа [13-14]:  
2 2

2

2 2
2

w w w
a c

t t x

  
+ =

  
. 

Для применения метода Фурье 

граничные условия задачи необходимо привести 

к однородной форме. В нашем случае такое 

возможно, если принять замену  

( ) ( ), ,
A

u x t w x t w= − . 

При этом уравнения, начальные условия 

и первое граничное условия записываются 

просто через ( ),u x t , а второе граничное 

условие приобретает однородной формы:  

( )
( )

, 1
, 0

u l t
u l t

x 


+ =


.  

Решение ( ),u x t  ищем в виде: 

( ) ( ) ( ),u x t X x Y t= .  

Тогда, по правилам метода Фурье [13-14], 

имеем  

( ) ( )
( )

( )
( )

2
2Y t aY t X x

Y t X x


  +
= = − . 

Здесь 0  , иначе получим тривиальное 

(нулевое) решение задачи.  

Составим автономное уравнение для ( )X x :  

( ) ( )2 0X x X x + = .  

Решение его ищем в виде  

( ) sin cosX x B x C x = + .  

Реализация граничных условий 

приводит к частным собственным функциям:  

( ) cos
n n

X x x= , 

где собственные числа 
n


 
задачи является 

положительными корнями характеристического 

уравнения  

1
n

tg l


= . 

Доказали ортонормированность 

собственных функций ( )n
X x :  

( ) ( )
2

2

0

1
sin ,

sin sin 2

0 .

l

n n

n m

X x l l при n m
x xdx

при n m

 
 


= + =

= 
 


 

Поиск собственных функций по времени 

привел к уравнению:  

( ) ( ) ( )2 22 0
n n n n

Y t aY t c Y t + + = .  

Характеристическое уравнение данного 

дифференциального уравнения второго порядка 

имеет вид: 
2 2 22 0

n n n
s as c + + = . 

При обозначении 
2 2 2

n n
D a c = −  

получим  

( )
1,2n n

s a D= −  . 

В связи с этим имеем:  

( )

( )
( )

( )

0,

0,

cos sin 0

at

n n n n n

at

n n n n

at

n n n n n

e A ch D t B sh D t при D

Y t e A B t при D

e A D t B D t при D

−

−

−

 + 



= + =


+ 


 

Т. о., решение ( ),u x t  составляет  

( )

( )
( )

( )
2

1

0

sin
, 0 cos .

cos sin 0

at

n n n n n

atn

n n n n

n
n n

at

n n n n n

e A ch D t B sh D t при D

l
u x t e A B t при D x

X

e A D t B D t при D






−



−

=

−

 + 
 
 = + =
 
 + 
  


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В частном случае 0 →  
(т.е. при 

0
0V → ) c учетом условия ( )0 0

n
X  =  

собственными функциями будут 

( ) cos
n n

X x x=  при 
2 1

2
n

n

l




−
=  [7]. При этом 

принимается ( )
2

2
n

l
X l = .  

При 0   значения собственных чисел 

n  
находим численным решением 

характеристического уравнения. Сначала 

выделили границу промежутка принадлежности 

n -го корня: ( ) ( )1 0,5
n

n n  −   − . 

Далее значения 
n
l  уточняли методом деления 

отрезка пополам [20]. При этом наибольшее 

число шагов приближения 42 было достаточно 

для обеспечения точности расчета 
n

  до 1010−  

при 1000l = м. 

Для нахождения гидростатического 

давления интегрировали второе уравнение 

исходной системы по времени от 0 до t :  

( ) ( )
( )2

0

,
, ,0

t w x
p x t p x c d

x


 


= −


. 

Уменьшаемое известно из начального 

условия. Вычитаемое вычисляется по вновь 

полученному выражению для ( ),w x t . Опуская 

подробности, приведем конечный результат:  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

200 00 0

1

sin
, 2 sin

0

0 sin .

cos sin 0

n

A

n
n n

at

n n n n n

at

n n n n

at

n n n n n

l
p x t p aw g x w w

X x

e A ch D t B sh D t при D

e A B t при D x

e A D t B D t при D


  







=

−

−

−

= − + − − 

 + 
 
  + =
 
 + 
  


  

По представленному материалу 

составили программу расчета в среде Pascal ABC, 

где результаты представлялись в виде таблиц. 

Графики построили по программе Excel-2003. 

Характеристическое уравнение решили методом 

дихотомии с точностью 910− . В расчетах 

учитывали первые 500 первых членов ряда 

Фурье. Шаг по длине участка составил / 50l , а 

шаг по времени – ( )/ 10l c . Расчет проводили от 

0-го до 600-го шага времени.  

Были рассмотрены случаи sin 0, =

0.1  при длины участка 1000 м. Диаметр 

участка составил 20 см, а коэффициент 

сопротивления 0.018 = . Параметр осреднения 

имел значение 5 /w м с

= , плотность 

жидкости в невозмущенном состоянии – 
31000.0 /кг м , скорость распространения малых 

возмущенние давления 1200 /с м с= .  

Объем подключенного к концу участка 

воздушного колпака брали 1.0, 0.1, 0.001, 0.0001 

и 0.00001 кубических метров. Давление в 

воздушном колпаке без напряжения приняли 

0
0,1p МПа= .  

Остановимся на результатов, которые 

получены для горизонтального трубопровода 

при 3

0
0.001V м= .  

На рис. 1 представлены графики скорости от 

0-го до 10-го шага времени, в течении которого волна 

возмущения пробегает с конца участка до его начала 

(условный полупериод составляет /l c = ).  

В начальное время скорость равна нулю. 

При открытии выходного конца скорость в 

конце участка постепенно растет, а возмущения 

перемещается в сторону входного колпака. Так 

происходит из-за наличия воздушного колпака. 

При отсутствии воздушного колпака ожидается 

мгновенье увеличение скорости до 
A

w  и 

передний фронт составляет скачка.  

При t =  волна достигает входное сечение 

участка (верхняя кривая на рис. 1, что и нижняя 

кривая на рис. 2).  

Во входном сечении наложено условие 

постоянства давления ( ) 00
0, .p t p const= =  В 

связи с этим достигавшие входного сечения 

возмущения скорости приводит к возрастанию 

скорости отходу возмущения скорости обратно 

в сторону конца участка. Кривая ( ),w x   

практически составляет условную огибающую 

кривых скорости в рассматриваемом интервале 

времени ( )/ ; 2 /l c l c . Условность заключается в 

том, что части кривой ( ),w x t  и профили 

скорости в сечениях, которые еще не достигала 

волна, несколько отличаются друг от друга. 

Сравнивая данные результаты со 

случаем 0 =  и 
0

0V =  [7], когда имело-бы 

0

1

2

3

4

5

0 200 400 600 800 1000x, m
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место ( )0, 2
A

w t w= , заметим, что в данном 

случае скорость не достигает даже 8 м/с

( )2
A

w .  

В третьем условном полупериоде, когда 

волна достигла конца участка с демпфером и 

обратно возвращается начале участка, 

возрастание скорости ( ),w l t  происходит только 

24-го временного шага, а дальше она убывает. В 

этом и выражается роль воздушного колпака.  

Рис. 1. Профили скоростей в 0-10-х моментах 

времени шагом ( )/ 10l c . Данные приведены в 

тексте 

Рис. 2. Профили скоростей в 10-20 моментах 

времени с шагом ( )/ 10l c . Данные см. в текст 

 
Рис. 3. Профили скорости при 2 / 3 /l c t l c   с 

шагом ( )/ 10l c  

С истечением времени разрывы второго 

рода (производных функции) на фронте ударной 

волны и постепенно скоростное поле переходит 

к однородному распределению. При 

500 /t l c=  наибольшее отклонение скорости 

от 
A

w  составляет 0.001.  

Согласно представленной 

квазиодномерной модели Н.Е. Жуковского 

градиент давления пропорционален скорости 

потока и учитывает силы трения. В связи с этим 

в первом полупериоде давление начинает падать 

в конце участка, и эти возмущения 

распространяются против направления оси x  

(рис. 4). В отличие от случая 0 =  и 
0

0V = , в 

данном случае образуются более гладкие кривые 

давления. Но разрывы второго рода заметны на 

фронте волны.  

 
Рис. 4. Распределение давления в первом 

полупериоде с шагом времени ( )/ 10l c  

Анализ показал, что разрывы 

производных на фронте волны подчиняются 

соотношению Гюгонио по полному напору [21]: 

положительный скачок производной давления 

соответствует отрицательному скачку 

производной w . В нашем случае это 

соотношение имеет вид: .
2

w
p const


+ =  Оно 

выполняется также при отражении волны с 

концов участка.  

С истечением времени скачки 

производных давления, как и скачки 

производных скорости, постепенно убивают и 

процесс устанавливается (рис. 5). 

 
Рис. 5. Интервал изменения давления по длине 

участка в 40 – м полупериоде. 

На рис. 6 и 7 представлены изменения 

скорости и давления в сечениях при 
3

0
0.001V м= . Из них видно, что при t →  

скорость стремится к своему предельному 

значению 
A

w , а давление – с своему значению в 

сечениях x  согласно решению стационарной 

задачи при 
0

5 /w м с=  и 
00

6.5p =  МПа. При 

этом явно выражается линейный перепад 

давления по длине участка: при t →  с 

увеличением расстоянию давление падает 

линейным законом.  
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Рис. 6. Изменение скорости по времени в 

разных сечениях участка. 3

0
0.001V м=   

 
Из этих графиков следует наличие 

двойных экстремумов в полупериодах, природу 

которого в дальнейшем следует обосновать. 

На рис. 8 представлены изменения 

значения скорости в конце участка при 

различных значениях объема воздушного 

колпака. В них нижние графики отражает 

концевых скоростей при 3

0
1.000V м= . Эти 

графики не законченные, т.к. в дальнейшем 

переходят к значению 
A

w . Т.е. при больших 

объемах воздушного колпака установление 

происходит медленно. Видно, что в конце 

участка, куда установлен воздушный колпак, не 

смотря большого перепада именно на этом 

конце, амплитуда возмущений ниже чем во 

входном сечении.  

Графики при 3

0
0.1V м=  сначала 

возрастают от 0 до 5 /м с , а дальше идет 

гашение колебательного процесса. Явно 

проглядывается два условно максимума в 

графиках.  

Более трех условных максимумов 

наблюдали в графиках при 
3

0
0.00100V м= . В 

целом, уменьшении объема демпфера 

амплитуды возмущений скорости и давления в 

концах участка возрастает, а частоты 

возмущений увеличиваются.  

 

 

Рис. 7. Изменение давления с истечением 

времени в разных сечениях участка. 
3

0
0.001V м= , 

00
6.5p МПа= . 

 

 
Рис. 8. Временное изменение выходной скорости 

при различных значениях объема воздушного 

колпака 
0

V  
Выводы. С учетом включенного в конце 

участка воздушного колпака составлена 

математическая модель состояния 

элементарного наклонного и горизонтального 

участка трубопровода, когда на входе в участок 

задано постоянное значение давления.  

Методом Фурье получено решение 

задачи по скорости, а решение по давлению 

найдено интегрированием уравнения 

неразрывности.  

Обсуждены результаты расчетов, 

полученных для горизонтального участка для 

различных значений объема воздушного 

колпака. Выявлено, что при большом объеме 

воздушного колпака переход с одного режима на 

другой режим работы протекает гладко. С 

уменьшением объема воздушного колпака 

образуются возмущения скорости и давления, 

обусловленные образованием и 

распространением волны уплотнения. Частота и 

амплитуда возмущений возрастают при 

уменьшении объема воздушного колпака.  

Исходя из представленного материала, 

можно прийти к заключению, что при заданном 

входном значении давления можно определить 

объем воздушного колпака, который 

обеспечивает гладкий переход с одного режима 

работы по расходу к другому режиму.  
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Application of the Fourier method to study the 

propagation of a compression shock wave in pipe-

lines with a damper 

М.K.Маkhkamov1, Kh.А.Mamadaliev2,  

Sh.Sh.Khojikulov3 

1Аndijan state university named after Z.M.Babur, 170100 

Аndijan, Uzbekistan 
2Tashkent University of Information Technologies named 

after Muhammad al-Khwarizmi, 100084 Tashkent, 

Uzbekistan 
3Institute of Mechanics and Seismic Stability of 

Structures named after M.T.Urazbaev of the AS RUz, 

100125 Tashkent, Uzbekistan 

Keywords: shock wave, dampher, compression waves, 

linearization  N.E. Zhukovsky, Fourier row, computa-

tional experiment 

Abstract. The problems of transition from one 

mode of steady flow to another in a pipeline with a 

constant gradient are considered. At the inlet to the 

section, the pressure value is set, and an air chamber 

of a certain volume is installed at the outlet. Model-

ing of the process of compression shock wave prop-

agation in an elementary section of the pipeline was 

conducted according to the linearized quasi-one-di-

mensional N.E. Zhukovsky model, and the damper 

was considered according to the I.A.Charny model. 

The problem is solved by the method of separation 

of variables. It is shown that at an increase in the 

volume of the damper, the amplitude and frequency 

of perturbations decrease due to the transient pro-

cess. 
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