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MATHEMATICS

VJIK 666.5.017

Miller—rossa ma’nosidagi kasr tartibli hosila va poligarmonik ope-
rator gatnashgan ayrim xususiy hosilali differensial tenglama u-
chun silindrik sohadagi boshlang‘ich—chegaraviy masala

Sh.G. Kasimov?, L.A. Ruzmetova? , N.M. Komilov?

! Mirzo Ulug‘bek nomidagi O’zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O’zbekiston
2 Aniq va ijtimoiy fanlar universiteti, Toshkent, O’zbekiston
3 Andijon davlat universiteti, Andijon, O‘zbekiston

Mony4yeHa 26 okTabpsa 2023 r. MNpuHaTa kK nevatn 14 gekabpsa 2023 r.

Annotatsiya. Jahon miqgyosida olib borilayotgan ko‘plab ilmiy-amaliy tadgigotlar aksariyat hollarda issiqglik
targalishi va to‘lgin targalish jarayonlarini matematik fizika tenglamalari orgali tadqiq gilish kabi masalalarga keltiriladi.
Bunda, xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun boshlang‘ich—chegaraviy masalalarning yechimlarini topish
muhim ahamiyatga ega.

Matematik fizika tenglamalari nazariy va amaliy ahamiyatga ega. Mexanika, fizika, texnika va boshqga sohalarda
uchraydigan turli jarayonlar matematik fizika tenglamalari orqali ifodalanadi. Matematik fizikaning issiglik targalish
tenglamalarini tekshirish va ularga go‘yiladigan asosiy masalalarni yechishdan iborat. Bu tenglamalarni o‘rganish
tegishli jarayonlar hagida tasavvurga ega bo‘lish imkonini beradi. Ayni paytda ularni mantigiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosalar
chiqarishga o‘rgatadi.

Matematik fizika tenglamalari hozirgi zamon matematikasining muhim sohalaridan biridir. U matematikaning bir
necha sohalari, jumladan matematik analiz, funksiyalar nazariyasi, integral va differensial tenglamalar nazariyasi,
funksional analiz, fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘liq. Matematik fizika tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib
kelmoqda. Hozirgi vaqtda matematik fizikaning issiglik targalish tenglamalaridan tashgari, kasr tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalar uchun aralash masalalar ham o‘rganilib va u fizikaning ko‘pgina masalalarini hal qgilish
uchun keng tatbiq gilinmoqda.

Kalit so‘zlar: yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglama, vaqt bo'yicha kasr tartibli hosila, boshlang‘ich
chegaraviy masala, spektral usul, xos giymatlar, xos funksiyalar, to‘lalik, Riss bazisi, yagonalik, mavjudlik, gator.

AHHOTaumA. MHorve HayyHble W MpakTU4ecKkue WCCredoBaHWs, NPOBOAMMbIE B MMPOBOM MacluTabe, B
GOoMbLUMHCTBE CnyvyaeB CBsi3aHbl C WUCCMeAOBaHWEM MPOLECCOB PacrpoCTpaHeHUs Tenna v BOMH MOCpPeACTBOM
YpaBHEHVUIN MaTemMaTuyeckon uanku. B 3aToM crnyyae BaKHO HaWTM peLUeHVMs HayanbHO-KpaeBbiX 3adady Ans
YPaBHEHWI B YaCTHbIX NPOU3BOOHbIX.

YpaBHeHUss matemaTuyeckon 13nku NMEIT TeEopPETMYECKOe N NpakTuyeckoe 3HavyeHne. PasnuyHble npouecchl,
npoucxoasiume B MexaHuke, uanke, TEXHUKE 1 Apyrmx obnacTsx, n3obpaxalTcs ypaBHEHNSMU MaTemMaTn4ecKon
dumsnkn. OH 3aknovaeTcs B MPOBEPKE YpaBHEHWI TennopacnpegeneHuss MaTteMaTuyeckod (U3MKU U peLleHnm
OCHOBHbIX MOCTaBMIEHHbIX Neped HUMKW 3afad. VsyyeHue 9TUX ypaBHEHW JaeT npedcTaBrieHne O MPOUCXOAALLMX
npoueccax. B To e Bpemsi OH yUnT NX MbICIIUTb FTIOFMYECKN 1 AenaTb NpaBubHbIE BbIBOAbI.

YpaBHeHNs MaTemaTnyeckon u3nku ABNAITCA OOAHUM U3 BaXKHbIX HanpaBrieHU’ COBPEMEHHOW MaTeMaTUuKu.
OHa HepaspbIBHO CBsi3aHa C HECKONbKMMMK pasgenamMu MaTemMaTuku, B TOM 4YiChie C MaTeMaTU4YeCcKMM aHanvmsom,
Teopuen YHKUMIA, TEOopuen MWHTerpanbHbiXx W anddepeHumnanbHbIX ypaBHEHUN, (YHKLUMOHANbHBIM aHanmn3omMm,
U3MKON, TEXHUYECKUMU HayKaMu. YpaBHEHUA MaTemMaTuyeckon (usvku B MocrnegHvue rofbl MOMy4unu LIKMPOKOoe
passuTue. B HacToswee Bpems, NOMMMO ypaBHEHMI Tennognddysmn MaTtemMaTnyeckon UsnKn, N3y4alrTea Takke
CMeLlaHHble 3a4auv Ans ypaBHEHWI B YacCTHbIX NMPOM3BOAHLIX APOBHOro Nopsiaka, KOTopble LUMPOKO MCMOMb3YHOTCA
ANs pelleHns MHOrmx 3agay pusmkm.

KnioyeBble cnoBa: AnddepeHumanbHoe ypaBHEHNE B YacTHbIX MPOU3BOAHbBIX BICOKOrO nopsigka, ApobHas
npov3BogHas MO BPEMEHW, HavanbHO-TpaHWyHas 3agaya, CcnekTpanbHbll MeTod, COBCTBEHHble 3HayeHwus,
CcOOCTBEHHbIE (DYHKUMK, NONHOTA, 6a3nc Pucca, eQUHCTBEHHOCTb, CYLLECTBOBaHUE, paf.

Masalaning qo‘yilishi. 2 2 2\
Dfu(x,y,z,t)+(—1)“az(—+— J

2 PRy
Ushbu ishda Q =U x (0, T) shohada, bunda ooy o O
U markazi koordinata boshida bo’lgan R radiusli u(x,y,2,6) =0, _
uch o‘lchamli shar, T — esa, oldindan berilgan (xy,zt)eQ, I-1<a<l, 0<j<n-l,
N,ILn, j+1el

musbat son bo‘lib, quyidagi o i ]
ko‘rinishdagi tenglamani
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D u(x,y, Z’t)L:o =@ (x,y,2), i=0,...,j -1,

s )
%to =pl(%,¥,2), s=0,..,1 —j-1
boshlang‘ich shart va
U(Xl y! Z’t)|(X,y,Z)EﬁU = Ol
Au(xl y1 Z’t)|(X,y,Z)€5U = O’ LR | (3)

(x,y,z)edU

ANu(x, y,z,t)‘

chegaraviy shartlar bilan garaymiz, bunda Dj

Riman-Liuvill bo‘yicha Miller—Rossa ma’nosidagi
hosila bo‘lgan integro—differensial operatordir.

f(t): 0, —>0" ogandaydir | marta

uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lsin.

|-1<a<l,le] uchun « —tartibli Riman—Liu-

vill bo‘yicha kasr tartibli hosilani

1 (d)} f@)

T(-a) (Ej ! G @

tenglik bilan kiritamiz, bunda T'() — gamma-

funksiya bo‘lib, T'(z+1)=2zI(z) tenglikni gano-

D” f (t) =

atlantiradi.
Ushbu
-1 tk*a
Df (t) = 0 (0) +
k=0 F(k - +1) (5)
1L 00
Ti-a) ! t—o) "

formula o‘rinlidir.
Shunday qilib, o — tartibli Riman-Liuvill

bo‘yicha kasr tartibli hosilani

1-1 tk—a

()
kzz(;l“(k—oml)f © ©)
singulyar hadlar va
1 ¢ f909)
I'l-a) -([(t—z')“"” ()

integrallarning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash
mumkin. Bu oxirgi (7) integral Kaputo ma’nosidagi
a — kasr tartibli hosila deb, yoki regulyarlashgan
kasr tartibli hosila deb aytiladi. Ushbu (6) ko‘rin-
ishdagi hadlarning gatnashishi « — tartibli Riman—
Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosilaning nol nugtada
maxsuslikga egaligini bildiradi va « - tartibli
Riman-Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosilali differ-
ensial tenglama uchun Koshi masalasini qo‘yishda

! Caputo M. Linear model of dissipation whose Q is
almost frequency independent. Il // Geophys. J. R.
Astr. Soc. 1967. Vol. 13. P. 529-539.

2 JlxpGamsin M.M., Hepcecsin A.B. JIpoGHbie npo-
n3BoJIHBIE U 3a/1a9a Kommw ans nuddepenimanbHbx

Scientific Bulletin.

maxsus ko‘rinishdagi boshlang‘ich shartlarni berish
zarur bo‘ladi.

Riman-Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosi-
laning bunday kamchiligi |-1<a<lI,lel
uchun « - tartibli regulyarlashgan kasr tartibli
hosila

1 ¢ f90)

D10~ )j P

-« -7
®
=D f(t)-> —f®(0
® ; I'k-a+1) ©

ko‘rinishida bo‘lib, birinchi bor Kaputo?! ishlarida,
hamda bog‘liq bo‘lmagan holda Djarbashyan va
Nersesyan? ishlarida paydo bo‘lgan.

Bu Riman-Liuvill bo‘yicha kasr tartibli
hosila va Kaputo bo‘yicha kasr tartibli hosila ham
yarim gruppa xossalarini, shuningdek kommuta-
tivlik xossalarini ham ganoatlantirmaydi, ya’ni

D’ f(t)=D*D’f(t), D*D’f(t)=D’D"f(t)

bo‘ladi, bunda D” orgali Riman-Liuvill bo‘yicha
kasr tartibli hosila, yoki Kaputo bo‘yicha kasr tart-
ibli hosilani bildiradi. Shu sababdan, Miller va Ross®
tomonidan sekventsial hosila deb ataluvchi quyidagi
ta’rif kiritilgan:

D f (t)=D*D*..D" f (t), 9)
bunda a=(«,a,,...a,) — multiindeks,  f(t)
funksiya esa, yetarlicha uzluksiz differensial-
lanuvchi deb olinadi. Umuman olganda, Miller—
Rossa sekventsial hosilasi asosida joylashgan D*
operator sifatida Riman—Liuvill bo‘yicha kasr tart-
ibli hosila, yoki Kaputo bo‘yicha kasr tartibli hosi-
lani, yoki boshga shu ko‘rinishdagi operatorlarni
qo‘llash mumkin. Xususan, ¢; butun son uchun

(%j oddiy differensiallash operatori bo‘lishi

mumkin. Miller—Rossa sekventsial hosilasining
qo‘llanilishi, xususan differensial tenglamaning tart-
ibini pasaytiradi.

Qandaydir v, | -1<v<lI,l e sonni tan-
laymiz. a=(j,v-I1+11-1-j) , j=0,.,1-1
bo‘lgan holda to‘xtalamiz.

D! f(t) = (%} D”'”(%] o,

d) d\) ™
DWf@)=| — | DV | = f(t
01 (1) [ dtj ( dtj ®

ypaBHeHUH apoOHoro mopsaka // HW3B.
Apwmsackoii CCP. 1968. T. 3, Beim. 1. C. 3-29.
3 Miller K.S., Ross B. An introduction to the frac-
tional calculus and fractional differential equations.
New York: Wiley & Sons, 1993. 384 p.
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belgilashlarni kiritamiz, bunda j=0,...,1-1.

Quyidagi lemma maxsus ko‘rinishidagi
D f(t), D’ f(t) sekventsial hosilaning Riman-
Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosila, yoki Kaputo
bo‘yicha kasr tartibli hosila, yoki boshqa shu ko‘rin-
ishdagi klassik hosilalarning bog‘ligligini ko‘rsa-
tadi.

Lemma. Aytaylik, I-1<v<lIl,lel] va
f(t) funksiyaning | -1 tartibgacha hosilalari ab-
solyut uzluksiz bo‘lsin. U holda

DY f(t) = D(") f(t)=D"f(t)-

_ (k)
kz(; F(k— +1) ©
-
DM f (t) =D}, f (t) =D f (t) + T )f‘”‘“(O):
D=5 - fw() |

o C(k-v+1)

DO () =D, f(t) =DV (1) +
S £09(0) =
Z.: r(k— +1) ©)=

-1- k—v (k)
Z r(k— pt O
Dfﬁf(t):DHf(t):D‘V)f(t)+
1-1 thv » L ) t ,
+Z‘—F(k—v+l)f (0)=D"f (t) ) f(0)

D/, f(t)=D" f(t)+
-1 tk—v - B ,

+kZ:1:—F(k—v+1)f (0)=D"f (t)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu keltirilgan lemmaning
isboti ushbu* ishda keltirilgan.

Agar (r,0,¢) sferik koordinatalarga o‘tsak,
u holda (1) tenglamani sferik koordinatalarda yozib
va yechimni u(r,8,¢,t)=T(t)v(r,0,9) ko‘rin-
ishida izlasak, u holda birinchi turdagi nol che-
garaviy shartlarga ega, R radiusli sharning xos te-
branishlari masalasini hosil gilamiz. Bu masala

(AN v(r,0,9) = A"Vv(r,0,90) (10.1)
tenglamaning
v(r,9,g0)|r:R =0, Av(r,9,¢)|r:R =0, ..,

- (11.2)
A"V(r, 6, go)|r:R =0

4 Bu lemma Chikriy A.A., Matichin L.I. Presenta-
tion of solutions of linear systems with fractional de-
rivatives in the sense of Riemann-Liouville, Caputo

chegaraviy sharti bilan xos giymatlari va xos
funksiyalarini topishga keltiriladi. Bu xos giymat
masalasining xos funksiyalari

AV(r,0,0)+ Av(r,0,9) =0 (10)

tenglamaning

v(r,0,0),_, = (11)

chegaraviy shart bilan berilgan xos giymat masalas-
ining xos funksiyalari bilan ustma-ust tushgani
uchun N =1 bo‘lgan holni qarash yetarli bo‘ladi,
chunki bu yerda garalayotgan operator musbat
aniglangandir.

Sferik koordinatalar sistemasining boshini
sfera markaziga qo‘yib, (10) tenglamani

10 0 1
r +—A, v+ Av=0 12
r? arE arj r2 0 (12)

ko‘rinishida yozamiz, bunda

1 o(.  ov 1 &%
QY!ﬂV:_—— sind— +—2—2
sing 06 060 ) sin“ 8 o

Agar o‘zgaruvchilarni
go‘llash uchun yechimni

v(r,0,p)=R(r)Y (6,9)

ko‘rinishida izlasak, u holda (12) tenglamaga
qo‘yish orqali

d( dRJ
A, Y
drl dr) +/1r2+—i’(“’ =0

ajratish  usulini

(13)

(14)
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerdan
Ay Y +uY =0 (15)
va
1d(,dRrR
——r A-+1R=0. (16
r? dr( drj ( J (16)
ekanligi  kelib chigadi. Sferaning qutblarida

funksiyaning chegaralanganlik shartlaridan (15)
tenglamani yechish uchun

Y], <o |Y],_ <o

O=r

17)

0=0

and Miller—Ross // J. Autom. Inform. Sci. 2008. Vol.
40, no. 6. P. 1-11.
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shartlar va ¢ bo‘yicha Y (0,¢+27) =Y (0,¢) dav-
riylik shartlarini hosil qilamiz. (15) tenglikdan, ya’ni

2
g snoT e, 1 o¥lds),
sind 06 00 sin“d Op
+uY (6,9)=0 (18)

tenglamaning (17) shartlarni ganoatlantiruvchi triv-
ial bo‘lmagan yechimi izlanadi, bunda , gandaydir

son. Bu yechimni Y (8,9) = ®(p)W (0) #0 ko‘rin-

ishida izlasak, u holda ®(¢) funksiya
D(p+27) = D(¢) davriylik shartini va
O’ (p) +v (@) =0 (19)

tenglamani qanoatlantiruvchi funksiya bo‘ladi.

W (6) funksiya esa,

1 o0,. v
———(SinOW'(9))+| u—
siné’ae( ©) ('u sin“ @

0|0, 7]

jw 0) =0,
(20)

tenglamani ganoatlantiruvch funksiya bo‘ladi. (19)
tenglamaning 2z — davrli yechimi fagat

v=v_=m?, m=0,12,... bo‘lgan holda mavjud
bo‘lib, bu yechim
D, (p)=A,cosmp+ B, sinmp, 0<p<2r,
m=0,12,... (21)
ko‘rinishida bo‘ladi.
Shuningdek, (20) tenglamada o‘zgaruvchini
Kiritish orgali
t=cosé
va X (t)|t:ws€ =X (cos@) =W (0) deb belgilab,
X(t) uchun
m2

d 2 dX
dt[(l t) dt }r(ﬂ 1-t?
(-1<t<1). (22)
ergashgan funksiyalar tenglamasiga ega bo‘lamiz.
Ushbu (22) tenglama, biz avval ko‘rganimizdek, fa-
gatgina #=n(n+1) uchun
X (O] 1c0s0 = P ()]s = P (C0S0) =W (6)

chegaralangan yechimga ega bo‘ladi, bu yerda
m<n.

)X =0

Olingan n — tartibli sferik funksiyalar siste-
masini yozamiz. coske¢ funksiyani o‘z ichiga olgan

funksiyalarga manfiy yugori indeksini va sinke
funksiyani o‘z ichiga olgan funksiyalarga musbat

yuqori indeksini yozishni shartli belgilaymiz. U
holda quyidagilarga ega bo’lamiz:

m=0: Y©(0,p) =P, (cos0)
m=1: Y. Y(0,9)=P"(cosd)cose,
Y®(6,9) = PP (cos@)sinp
m=k: Y 9(,¢)=PY (cosd)coske,
Y (8, 0) =PY (cosH)sinke
(k=0,12,...n).

n — tartibli har xil Y™ sferik funksiyalarning soni

2n+1 taga teng. Bu 2n+1 ta (23) sferik
funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi

Y, (6,0) = (A, cosmep+ B, sinmg)P{™ (cos 6)

m=0
(24)
ko‘rinishida bo‘ladi, yoki

Y, (0.9)= 2 C,.Y," (0.9)

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda
c - A, agar m<0, bolsa,
™ 1B agar m>0, bolsa

va bu funksiyalar ham sferik funksiyalar bo‘lib,
sferik garmonikalar deb aytiladi.

Endi (16) tenglamaga murojaat gilamiz.
u=n(n+1) tenglikni hisobga olgan holda r=R
uchun chegaraviy shartlari va r=0 uchun tabiiy
chegaralanganlik sharti, R(r) funksiya uchun

quyidagi xos giymat masalasiga olib keladi:

: i(rzd—Rj+(,1— ”(””)jR =0 (25)

r2dr dr r
R(r)|,_, =0 (26)
IR(0)| <co. (27)
Ushbu
_y()
R(r) = NG (28)

. . . 1
o‘rniga qo‘yish yordamida bu tenglama n +§ tart-

ibli Bessel tenglamasiga keltiriladi:

y"_l_lyl_"_ ﬂ_
r r
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Bu tenglamaning umumiy yechimi ushbu ko‘rin-
ishga ega:

y=Al ,(an+BN ,(Jar)  (30)

(27) chegaralanganlik shartidan,
B=0
kelib chigadi.
(26) chegaraviy shart, quyidagini beradi:

,(V2R)=0

n+—

Biz tenglama uchun trivial bo‘lmagan yechimlarni
izlayotganimiz sababli, bunda A=0 va shuning
uchun,

3,2 (VaR)=
2
Shuningdek,
1(1)=0 (31)
2
transsendent tenglamaning ildizlarini
v v v L orgali belgilasak, u holda
(m)?
Vv
Ao =| = 32
AL e
xos qiymatlarini topamiz. Har bir A, xos

giymatga (2n+1) xos funksiyalar mos keladi. Biz

quyidagi
T
X)=,]—1J X
V() «/ZX e

belgilashni kiritamiz. U holda (10) tenglamaning
(11) chegaraviy shartdagi xos funksiyalari
guyidagicha ifodalanishi mumkin.

NOIR
v\ (6,
RN (0.9)

(33)

Vn,m,j (r' 0, (/)) =V, (

(34)
(n=01..; m=12..; j=-n..,-101..n)
Endi
AV+k?v=0 (35)
to‘lqin tenglamasining
v|r:R =f(6,9p) (36)

birinchi ichki chegaraviy masalasining yechimini
yozamiz.

Yugqoridagilardan ko‘rinib turibdiki, bu ma-
salaning yechimi ushbu

(r.0,0) ZZ fm va (K )Y 0 (6,0)

n=0 j=—n
@37)
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda f,; — koeffitsient-
lar £(6,¢) funksiyani {Y?(0,p)} sferik funksiya-
lar bo“yicha yoyishdagi koeffitsientlari, ya’ni
IEIPIAE
n=0 j=—n
Agar k? son xos giymatlardan biri bilan ustma—ust

tushsa
(no) 2
K2=g, . = m
MoNy R

u holda (35)-(36) chegaraviy masala har bir f(6,¢)

funksiya uchun yechimga ega emas. Bu holda (37)
formula shuni ko‘rsatadiki, bizning chegaraviy ma-
salamizning yechilishi uchun zarur va yetarli shart

'(6.9) (38)

bu — f,; koeffitsientlarining nolga aylanishini
ifodalaydi:
f,;=0, j=0,%L%2,.%n,
yoki
2

(39)

[t

shartlar hosﬂ bo‘ladi. Agar bu shartlar bajarilsa, u
holda yechim (37) formula bilan aniglanadi, unda
n=n, ga mos keladigan hadlar mavjud emas.
Biroq, bu holda, yechim bir giymatli bo‘lmagan
tarzda aniglanadi, chunki unda k*=4, songa

9 (6,9)sin0dodp =0

mos keladigan xos funksiyalarining har ganday
chiziqli kombinatsiyasi har doim qo‘shilishi mum-
kin.

Shunday qilib, (1)-(3) boshlang‘ich che-
garaviy masalaning yechimi

u(ro.pt)=> 3 Z

m=1 n=0 -n

‘|:Ijlts £ (_/ImNn -t“;S+1)(Pso;m,n,j +

s=0 é
i1
e, (2 via-iin ]
i=0 a

Y (kr) Y(j)
v (R)"

(40)
(6.9)

ko‘rinishida hosil bo‘ladi, bunda
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e, ()= 3 =

k=0 r(kﬂ_l + )
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