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УДК 666.5.017 

Miller–rossa ma’nosidagi kasr tartibli hosila va poligarmonik ope-
rator qatnashgan ayrim xususiy hosilali differensial tenglama u-
chun silindrik sohadagi boshlang‘ich–chegaraviy masala 

Sh.G. Kasimov1, L.A. Ruzmetova2 , N.M. Komilov3 

1 Mirzo Ulug‘bek  nomidagi O’zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O’zbekiston 
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3 Andijon davlat universiteti, Andijon, O‘zbekiston 
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Annotatsiya. Jahon miqyosida olib borilayotgan ko‘plab ilmiy-amaliy tadqiqotlar aksariyat hollarda issiqlik 
tarqalishi va to‘lqin tarqalish jarayonlarini matematik fizika tenglamalari orqali tadqiq qilish kabi masalalarga keltiriladi. 
Bunda, xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun boshlang‘ich–chegaraviy masalalarning yechimlarini topish 
muhim ahamiyatga ega.  
        Matematik fizika tenglamalari nazariy va amaliy ahamiyatga ega. Mexanika, fizika, texnika va boshqa sohalarda 
uchraydigan turli jarayonlar matematik fizika tenglamalari orqali ifodalanadi. Matematik fizikaning issiqlik tarqalish 
tenglamalarini tekshirish va ularga qo‘yiladigan asosiy masalalarni yechishdan iborat. Bu tenglamalarni o‘rganish 
tegishli jarayonlar haqida tasavvurga ega bo‘lish imkonini  beradi. Ayni paytda ularni mantiqiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosalar 
chiqarishga o‘rgatadi. 
       Matematik fizika tenglamalari hozirgi zamon matematikasining muhim sohalaridan biridir. U matematikaning bir 
necha sohalari, jumladan matematik analiz, funksiyalar nazariyasi, integral va differensial tenglamalar nazariyasi, 
funksional analiz, fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘liq. Matematik fizika tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib 
kelmoqda. Hozirgi vaqtda matematik fizikaning  issiqlik  tarqalish tenglamalaridan tashqari, kasr tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalar uchun aralash masalalar ham o‘rganilib va u fizikaning   ko‘pgina   masalalarini   hal qilish  
uchun  keng  tatbiq qilinmoqda. 

Kalit so‘zlar: yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglama, vaqt bo‘yicha kasr tartibli hosila, boshlang‘ich 
chegaraviy masala, spektral usul, xos qiymatlar, xos funksiyalar, to‘lalik, Riss bazisi, yagonalik, mavjudlik, qator. 

Аннотация. Многие научные и практические исследования, проводимые в мировом масштабе, в 
большинстве случаев связаны с исследованием процессов распространения тепла и волн посредством 
уравнений математической физики. В этом случае важно найти решения начально-краевых задач для 
уравнений в частных производных. 
        Уравнения математической физики имеют теоретическое и практическое значение. Различные процессы, 
происходящие в механике, физике, технике и других областях, изображаются уравнениями математической 
физики. Он заключается в проверке уравнений теплораспределения математической физики и решении 
основных поставленных перед ними задач. Изучение этих уравнений дает представление о происходящих 
процессах. В то же время он учит их мыслить логически и делать правильные выводы. 
       Уравнения математической физики являются одним из важных направлений современной математики. 
Она неразрывно связана с несколькими разделами математики, в том числе с математическим анализом, 
теорией функций, теорией интегральных и дифференциальных уравнений, функциональным анализом, 
физикой, техническими науками. Уравнения математической физики в последние годы получили широкое 
развитие. В настоящее время, помимо уравнений теплодиффузии математической физики, изучаются также 
смешанные задачи для уравнений в частных производных дробного порядка, которые широко используются 
для решения многих задач физики.  
 Ключевые слова: дифференциальное уравнение в частных производных высокого порядка, дробная 
производная по времени, начально-граничная задача, спектральный метод, собственные значения, 
собственные функции, полнота, базис Рисса, единственность, существование, ряд. 

 

Masalaning qo‘yilishi.  

 

Ushbu ishda (0, )Q U T=   shohada, bunda 

U  markazi koordinata boshida bo’lgan R  radiusli 

uch o‘lchamli shar, T  – esa, oldindan berilgan 

musbat son bo‘lib, quyidagi  
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chegaraviy shartlar bilan qaraymiz, bunda jD
 

Riman–Liuvill bo‘yicha Miller–Rossa ma’nosidagi 

hosila bo‘lgan integro–differensial operatordir.  

 ( ) : mf t + →  qandaydir l  marta 

uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lsin. 

1 ,l l l−      uchun    – tartibli Riman–Liu-

vill bo‘yicha kasr tartibli hosilani    
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tenglik bilan kiritamiz, bunda ( )   – gamma-

funksiya bo‘lib, ( 1) ( )z z z + =   tenglikni qano-

atlantiradi.  
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formula o‘rinlidir.  

 Shunday qilib,   – tartibli Riman–Liuvill 

bo‘yicha kasr tartibli hosilani  
1
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(0)
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−−
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singulyar hadlar va  
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integrallarning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash 

mumkin. Bu oxirgi (7) integral Kaputo ma’nosidagi 

  – kasr tartibli hosila deb, yoki regulyarlashgan 

kasr tartibli hosila deb aytiladi.  Ushbu (6) ko‘rin-

ishdagi hadlarning qatnashishi   – tartibli Riman–

Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosilaning nol nuqtada 

maxsuslikga egaligini bildiradi va   – tartibli 

Riman–Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosilali differ-

ensial tenglama uchun Koshi masalasini qo‘yishda 

 
1 Caputo M. Linear model of dissipation whose Q is 

almost frequency independent. II // Geophys. J. R. 

Astr. Soc. 1967. Vol. 13. P. 529-539. 
2 Джрбашян М.М., Нерсесян А.Б. Дробные про-

изводные и задача Коши для дифференциальных 

maxsus ko‘rinishdagi boshlang‘ich shartlarni berish 

zarur bo‘ladi. 

 Riman–Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosi-

laning bunday kamchiligi 1 ,l l l−      

uchun    – tartibli regulyarlashgan kasr tartibli 

hosila    
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 (8) 

ko‘rinishida bo‘lib, birinchi bor Kaputo1 ishlarida,  

hamda bog‘liq bo‘lmagan holda Djarbashyan va 

Nersesyan2 ishlarida paydo bo‘lgan. 

 Bu Riman–Liuvill bo‘yicha kasr tartibli 

hosila va Kaputo bo‘yicha kasr tartibli hosila ham 

yarim gruppa xossalarini, shuningdek kommuta-

tivlik xossalarini ham qanoatlantirmaydi, ya’ni  

( ) ( ), ( ) ( )f t f t f t f t       +  D D D D D D D  

bo‘ladi, bunda  
D  orqali Riman–Liuvill bo‘yicha 

kasr tartibli hosila, yoki Kaputo bo‘yicha kasr tart-

ibli hosilani bildiradi. Shu sababdan, Miller va Ross3 

tomonidan sekventsial hosila deb ataluvchi quyidagi 

ta’rif kiritilgan: 
1 2D ( ) ... ( )mf t f t

  =D D D ,  (9) 

bunda 1 2( , ,..., )m   =  – multiindeks,  ( )f t  

funksiya esa, yetarlicha uzluksiz differensial-

lanuvchi deb olinadi. Umuman olganda, Miller–

Rossa sekventsial hosilasi asosida joylashgan 
D  

operator sifatida Riman–Liuvill bo‘yicha kasr tart-

ibli hosila, yoki Kaputo bo‘yicha kasr tartibli hosi-

lani, yoki boshqa shu ko‘rinishdagi operatorlarni 

qo‘llash mumkin. Xususan, i  butun son uchun 

id

dt


 
 
 

 oddiy differensiallash operatori bo‘lishi 

mumkin. Miller–Rossa sekventsial hosilasining 

qo‘llanilishi, xususan differensial tenglamaning tart-

ibini pasaytiradi.  

 Qandaydir , 1 ,l l l −     sonni tan-

laymiz. ( , 1, 1 )j l l j = − + − − , 0,..., 1j l= −  

bo‘lgan holda to‘xtalamiz.  
1
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уравнений дробного порядка // Изв. АН 

Армянской ССР. 1968. Т. 3, вып. 1. С. 3-29. 
3 Miller K.S., Ross B. An introduction to the frac-

tional calculus and fractional differential equations. 

New York: Wiley & Sons, 1993. 384 p. 
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belgilashlarni kiritamiz, bunda  0,..., 1j l= − .  

 Quyidagi lemma maxsus ko‘rinishidagi 
( )D ( ), D ( )j jf t f t 

 sekventsial hosilaning Riman–

Liuvill bo‘yicha kasr tartibli hosila, yoki Kaputo 

bo‘yicha kasr tartibli hosila, yoki boshqa shu ko‘rin-

ishdagi klassik hosilalarning bog‘liqligini ko‘rsa-

tadi.  

 Lemma. Aytaylik, 1 ,l l l−      va 

( )f t  funksiyaning 1l −  tartibgacha hosilalari ab-

solyut uzluksiz bo‘lsin. U holda  
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu keltirilgan lemmaning 

isboti ushbu4 ishda keltirilgan. 

 Agar ( , , )r    sferik koordinatalarga o‘tsak, 

u holda (1) tenglamani sferik koordinatalarda yozib 

va yechimni ( , , , ) ( ) ( , , )u r t T t v r   =  ko‘rin-

ishida izlasak, u holda birinchi turdagi nol che-

garaviy shartlarga ega, R  radiusli sharning xos te-

branishlari masalasini hosil qilamiz. Bu masala  

( ) ( , , ) ( , , )N Nv r v r    − =  (10.1) 

tenglamaning  
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4  Bu lemma Chikriy A.A., Matichin I.I. Presenta-

tion of solutions of linear systems with fractional de-

rivatives in the sense of Riemann-Liouville, Caputo 

chegaraviy sharti bilan xos qiymatlari va xos 

funksiyalarini topishga keltiriladi. Bu xos qiymat 

masalasining xos funksiyalari  

( , , ) ( , , ) 0v r v r     + =  (10) 

tenglamaning  

( , , ) 0
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=
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chegaraviy shart bilan berilgan xos qiymat masalas-

ining xos funksiyalari bilan ustma–ust tushgani 

uchun  1N =  bo‘lgan holni qarash yetarli bo‘ladi, 

chunki bu yerda qaralayotgan operator musbat 

aniqlangandir.  

 Sferik koordinatalar sistemasining boshini 

sfera markaziga qo‘yib, (10) tenglamani  
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1 1
0r v v

r r r r
  

  
+  + = 

  
     (12) 

ko‘rinishida yozamiz, bunda  

2

, 2 2

1 1
sin

sin sin

v v
v  

    

   
 = + 

   
. 

 Agar o‘zgaruvchilarni ajratish usulini 

qo‘llash uchun yechimni  

( ) ( ), , ( ) ,v r R r Y   =   (13) 

ko‘rinishida izlasak, u holda (12) tenglamaga 

qo‘yish orqali   

2

,2 0

d dR
r

Ydr dr
r

R Y

 


 
   

+ + =       (14) 

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerdan  

, 0Y Y   + =       (15) 

va 

2

2 2

1
0

d dR
r R

r dr dr r




   
+ − =   

   
.     (16) 

ekanligi kelib chiqadi. Sferaning qutblarida 

funksiyaning chegaralanganlik shartlaridan (15) 

tenglamani yechish uchun 

0
,Y Y

  = =
      (17) 

and Miller–Ross // J. Autom. Inform. Sci. 2008. Vol. 

40, no. 6. P. 1-11. 
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shartlar va   bo‘yicha ( , 2 ) ( , )Y Y    + =  dav-

riylik shartlarini hosil qilamiz. (15) tenglikdan, ya’ni  

( ) ( )2

2 2

, ,1 1
sin

sin sin

Y Y   


    

   
+ + 

   
  

( ), 0Y  + =   (18) 

tenglamaning (17) shartlarni qanoatlantiruvchi triv-

ial bo‘lmagan yechimi izlanadi, bunda   qandaydir 

son. Bu yechimni  ( , ) ( ) ( ) 0Y W   =   ko‘rin-

ishida izlasak, u holda ( )  funksiya  

( 2 ) ( )   + =  davriylik shartini va   

( ) ( ) 0   +  =       (19) 

tenglamani qanoatlantiruvchi funksiya bo‘ladi. 

 ( )W   funksiya esa,  

( )
2

1
sin ( ) ( ) 0,

sin sin
W W


   

  

  
 + − = 

  

[0, ]      (20) 

tenglamani qanoatlantiruvch funksiya bo‘ladi. (19) 

tenglamaning 2  – davrli yechimi faqat 
2 ,m m = =  0,1,2,...m=  bo‘lgan holda mavjud 

bo‘lib, bu yechim  

( ) cos sin , 0 2 ,m m mA m B m     = +    

0,1,2,...m=   (21) 

ko‘rinishida bo‘ladi.  

 Shuningdek, (20) tenglamada o‘zgaruvchini 

kiritish orqali 

cost =  

va  cos( ) (cos ) ( )tX t X W  = = =  deb belgilab, 

( )X t  uchun  
2

2

2
(1 ) ( ) 0

1

d dX m
t X

dt dt t


 
− + − =  − 

 

( 1 1)t−   .  (22) 

ergashgan funksiyalar tenglamasiga ega bo‘lamiz. 

Ushbu (22) tenglama, biz avval ko‘rganimizdek, fa-

qatgina ( 1)n n = +  uchun  
( ) ( )

cos cos( ) ( ) (cos ) ( )m m

t n t nX t P t P W   = == = =  

chegaralangan yechimga ega bo‘ladi, bu yerda 

m n . 

 Olingan n − tartibli sferik funksiyalar siste-

masini yozamiz. cosk  funksiyani o‘z ichiga olgan 

funksiyalarga manfiy yuqori indeksini va sin k  

funksiyani o‘z ichiga olgan funksiyalarga musbat 

yuqori indeksini yozishni shartli belgilaymiz. U 

holda quyidagilarga ega bo’lamiz:  
(0)

( 1) (1)

(1) (1)

( ) ( )

( ) ( )

0 : ( , ) (cos )

1: ( , ) (cos )cos ,

( , ) (cos )sin

............... ........... ...

: ( , ) (cos )cos ,

( , ) (cos )sin

( 0,1,2,..., ).

n n

n n

n n

k k

n n

k k

n n

m Y P

m Y P

Y P

m k Y P k

Y P k

k n

  

   

   

   

   

−

−

= =


= = 

=



= =

=

=











  (23) 

n − tartibli har xil ( )m

nY   sferik funksiyalarning soni 

2 1n +  taga teng. Bu 2 1n +  ta   (23)  sferik 

funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasi   

( )

0

( , ) ( cos sin ) (cos )
n

m

n nm nm n

m

Y A m B m P    
=

= +

(24) 

ko‘rinishida bo‘ladi, yoki 

( )( , ) ( , )
n

m

n mn n

m n

Y C Y   
=−

=   

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda 

  0, ‘ ,

  0, ‘

nm

mn

nm

A
C

agar m bo l

B

sa

agar m bo lsa


= 





 

va bu funksiyalar ham sferik funksiyalar bo‘lib, 

sferik garmonikalar deb aytiladi.  

 Endi (16) tenglamaga murojaat qilamiz. 

( 1)n n = +  tenglikni hisobga olgan holda  r R=  

uchun chegaraviy shartlari va  0r =  uchun tabiiy 

chegaralanganlik sharti, ( )R r  funksiya uchun 

quyidagi xos qiymat masalasiga olib keladi: 

2

2 2

1 ( 1)
0

d dR n n
r R

r dr dr r


+   
+ − =   

   
 (25) 

( ) 0
r R

R r
=
=   (26) 

( )0R  .  (27) 

Ushbu  

( )
( )

y r
R r

r
=   (28) 

o‘rniga qo‘yish yordamida bu tenglama 
1

2
n +  tart-

ibli Bessel tenglamasiga keltiriladi: 

2

2

1

1 2
0

n

y y y
r r



  
+  

   + + − =
 
 
 

. (29) 
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Bu tenglamaning umumiy yechimi ushbu ko‘rin-

ishga ega: 

1 1

2 2

( ) ( ) ( )
n n

y r AJ r BN r 
+ +

= +  (30) 

(27) chegaralanganlik shartidan,  

0B =  

kelib chiqadi. 

 (26) chegaraviy shart, quyidagini beradi:  

( )1

2

0
n

AJ R
+

= . 

Biz tenglama uchun trivial bo‘lmagan yechimlarni 

izlayotganimiz sababli, bunda  0A   va shuning 

uchun, 

( )1

2

0
n

J R
+

= . 

Shuningdek,  

1

2

( ) 0
n

J 
+

=   (31) 

transsendent tenglamaning ildizlarini  
( ) ( ) ( )
1 2, , ... , ,...

n n n

m      orqali belgilasak, u holda  

( )
2

,

n

m
m n

R




 
=   
 

  (32) 

xos qiymatlarini topamiz. Har bir ,m n  xos 

qiymatga (2 1)n +  xos funksiyalar mos keladi. Biz 

quyidagi  

1

2

( ) ( )
2

n
n

x J x
x




+
=   (33) 

belgilashni kiritamiz. U holda (10) tenglamaning 

(11) chegaraviy shartdagi xos funksiyalari 

quyidagicha ifodalanishi mumkin. 

( )
( ) ( )

( )

, , ( , , ) ,

0,1,...; 1,2,...; ,..., 1,0,1,...,

n
jm

n m j n nv r r Y
R

n m j n n


    

 
=   

 

= = = − −

 (34) 

 Endi  
2 0v k v + =   (35) 

to‘lqin tenglamasining  

( ),
r R

v f  
=
=   (36) 

birinchi ichki chegaraviy masalasining yechimini 

yozamiz.   

 Yuqoridagilardan ko‘rinib turibdiki, bu ma-

salaning yechimi ushbu  

( )
( )

( )
( ) ( )

0

, , ,
n

jn

nj n

n j n n

kr
v r f Y

kR


   





= =−

=     

(37) 

ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda njf  – koeffitsient-

lar ( , )f    funksiyani  ( ) ( , )j

nY    sferik funksiya-

lar bo‘yicha yoyishdagi koeffitsientlari, ya’ni  

( ) ( ) ( )
0

, ,
n

j

nj n

n j n

f f Y   


= =−

=  (38) 

Agar 2k  son xos qiymatlardan biri bilan ustma–ust 

tushsa 

( )0

0

0 0

2

2

n

m

m nk
R




 
 = =
 
 

 

u holda (35)-(36) chegaraviy masala har bir ( , )f    

funksiya uchun yechimga ega emas. Bu holda (37) 

formula shuni ko‘rsatadiki, bizning chegaraviy ma-

salamizning yechilishi uchun zarur va yetarli shart 

bu – 
0n jf  koeffitsientlarining nolga aylanishini 

ifodalaydi: 

0
0n jf = ,  00, 1, 2,...,j n=     

yoki 

( ) ( ) ( )
0

2

0 0

, , sin 0
j

nf Y d d

 

       =   (39) 

shartlar hosil bo‘ladi. Agar bu shartlar bajarilsa, u 

holda yechim (37) formula bilan aniqlanadi, unda 

0n n=  ga mos keladigan hadlar mavjud emas. 

Biroq, bu holda, yechim bir qiymatli bo‘lmagan 

tarzda aniqlanadi, chunki unda 
0 0

2

m nk =  songa 

mos keladigan xos funksiyalarining har qanday 

chiziqli kombinatsiyasi har doim qo‘shilishi mum-

kin. 

 Shunday qilib, (1)–(3) boshlang‘ich che-

garaviy masalaning yechimi  

( )

( )

1 0

1
0

1 ; , ,

0

, , ,

; 1

n

m n j n

l j
s N

mn s m n j

s

u r t

t E t s



 

 

 

= = =−

− −

=

= 


 −  + +


  



 

( )

( )

( )
( ) ( )

1
1 0

1 ; , ,

0

;

,

j
i N

mn i m n j

i

jn

n

n

t E t i

kr
Y

kR

 



  


 



−
− −

=


+ −  − 






 (40) 

ko‘rinishida hosil bo‘ladi, bunda  
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( )
1

0

;
( )

k

k

x
E x

k
 

 



−
=

=
 +

  
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